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ABSTRAK

Di Indonesia resiko penularan TBC setiap tahunnya cukup tinggi. Makalah ini diberikan
diagram kompartemen dari model SEI tersebut serta asumsi -asumsinya. Dari asumsi —
asumsi yang diberikan, model matematika SEI ini @pat diperoleh. Model matematika
SEI tersebut akan ditunjukkan bahwa mempunyai titik kesetimbangan bebas penyakit
vang stabil asintotis sehingga didapatkarfhatriks jacobian untuk mencari nilai eigen.
Nilai eigen tersebut untuk mendefiflsikan bilangan reproduksi dasar (Ro). Berdasarkan
teorema bahwa jika Ry(0,p,) < 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil
asimtotis lokal dan model SEI ini tidak mempun{@d titik kesetimbangan endemik. Jika
Ry(0,py) > 1, maka model SEI ini mempunyai titik kesetimbangan endemik tunggal
vang stdfll asimtotis lokal. Dalam kasus ini, dapat ditunjukkan titik [@setimbangan
endemik dari matriks jacobian model SEI tersebut dengan menggunakan kriteria Routh-
Hurwitz sehingga titik kesetimbangan endemik stabil asimtotis lokal. Untuk simulasi
dilakukan dengan menggunakan bahasa pemrograman MATLAB. Diperoleh hasil, jika
parameter & diasumsikan sebagai angka keberhasilan pengobatan dimana & vyang
diberikan pada individu TBC aktif yaitu & = 0,45 dan § = 0,75, maka semakin besar &
vang diberikan akan menekan atau memperkecil penyvebaran penyakit TBC.
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PENDAHULUAN
LATAR BELAKANG

Di Indonesia resiko penularan TBC setiap tahunnya cukup tinggi. TBC merupakan
nomor satu penyebab kematian dari golongan penyakit menular. Hasil survei menunjukkan
Indonesia berada di posisi ke — 3 di duniﬁlntuk jumlah penderita TBC[1].

Pada makalah ini dibahas tentang analisis model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran
penyakit TBC, dimana terdapat orang sehat tetapi sangat rentan untuk tertular penyakit (S,,)
tanpa vaksinasi, terdapat orang yang sakit tetapi belum menularkan penyakit (E,) tanpa
vaksinasi dan terdapat orang yang sakit dan dapat menularkan penyakit (I). Penyebaran TBC
sangat cepat. Sehingga diberikan pengobatan kepada orang sakit TBC aktif. Pemberian
pengobatan pada individu TBC aktif akan menekan atau memperkecil penyebaran penyakit

TBC.




TUJUAN PENELITIAN

Tujuannya dapat mengetahui apabila pengobatan pada individu TBC aktif diberikan,
maka akan mempengaruhi tinggi rendahnya penyebaran penyakit TBC. Dengan mempelajari
model penyebaran penyakit TBC yang bertipe SEl diharapkan dapat mengetahui pola
penyebaran dan mengetahui parameter-parameter yang berpengaruh terhadap tinggi

rendahnya penyebaran penyakit TBC.

&NDASAN TEORI
1. Penyakit Menular

Penyakit menular merupakan penyakit yang disebabkan oleh mikroorganisme dan dapat
berpindah ke orang yang sehat. Mikroorganisme yang dimaksud yaitu virus, bakteri, parasit

atau jamur.

2. Sistem Kompartemen
Sistem kompartemen merupakan sistem yang terdapat perpindahan, misal sistem dari
populasi orang yang sehat menjadi orang yang tertular penyakit tetapi belum menularkan.,

dari populasi orang yang tertular menjadi orang yang sakit dan dapat menularkan penyakit.

3. Model Epidemik Tipe SEI

Berikut ini merupakan sistem berbentuk persamaan diferensial:

ds _ __ BIS
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dE __ PIS
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Jika kelahiran dan kematian diperhitungkan, maka:

ds __ pIS
= MN — N — S
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4, gilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar (Ro) merupakan banyaknya rata-rata orang kedua yang
tertular dari tertular orang pertamn yang sakit dan berada di dalam populasi susceptible.
Kuantitas Ro dipengaruhi faktor-faktor diantaranya banyak rata-rata kontak antara orang —
orang yang sehat tetapi rentan dengan orang yang sakit (penderita) dan lama orang — orang

tersebut kontak.

5. Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz
Syarat kestabilan analisis Routh-Hurwitz, jika semua koefisien dari kolom ke satu, maka
bernilai positif. Jika ada salah satu atau lebih koefisien bernilai negatif, maka sistem tidak

stabil.

METODE

Dari asumsi — asumsi yang diberikan untuk diagram kompartemen model SEI tanpa
vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC, model matematika SEI tersebut dapat diperqleh.
Selanjutnya, model matematika SEI ini akan ditunjukkan bahwa mempunyai titik
kesetimbangan bebas penyakit yang stabil asimtotis sehingga didapatkﬁl matriks jacobian
untuk mencari nilai eigen. Nilai eigen tersebut untuk nﬁldefinisikan bilangan reproduksi
dasar (Ro). Berdasarkan teorema bahwa jika Ry(0, p,) < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotis lokal dan model SEI ini tidak meraunyai titik kesetimbangan
endemik. Jika Rq (0, p,) > 1, maka model SEI ini mempunyai titik kesetimbangan endemik
tunggal yag stabil asimtotis lokal. Dalam kasus ini, dapat ditunjukkan titikéesetimbangan
endemik dari matriks jacobian model SEI tersebut dengan menggunakan kriteria Routh-
Hurwitz sehingga titik kesetimbangan endemik stabil asimtotis lokal.

Untuk simulasi dilakukan dengan menggunakan bahasa pemrograman MATLAB. Jika
parameter & diasumsikan sebagai angka keberhasilan pengobatan dimana & yang diberikan
pada individu TBC aktif yaitu 6 = 0,45 dan § = 0,75, maka semakin besar § yang diberikan

akan menekan atau memperkecil penyebaran penyakit TBC.




Berikut rangkaian proses penelitian:
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HASIL DABPEMBAHASAN
1. Asumsi Model SEI Tanpa Vaksinasi Pada Penyebaran Penyakit TB
Berikut asumsi — asumsi untuk merumuskan diagram kompartemen model SEI tanpa
vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC:
1. TII diasumsikan laju kelahiran perkapita
. B, adalah anggota dari populasi Su yang menyatakan laju penyebaran perkapita

. p, adalah proporsi berkembangnya individu Su yang tertular menjadi individu TBC aktif

2
3
4. v, adalah angka berkembangnya populasi Ex menjadi individu TBC aktif
5. udiasumsikan laju kematian perkapita (laju kematian alami)

6. up diasumsikan laju kematian perkapita yang disebabkan oleh penyakit TBC
2

. 0 diasumsikan sebagai angka keberhasilan pengobatan
2. Diagram Kompartemen Model SEI Tanpa Vaksinasi Pada Penyebaran Penyakit
TBC
Berdasarkan asumsi — asumsi yang telah diberikan tersebut dapat disusun diagram

kompartemen sebagai berikut:
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Sehingga diperoleh model matematika SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC

sebagai berikut:

ds,

dt = - p, BuSu I — 1S,

dE,

dt =1 —py) PuSu! — wE, — UE,
dl

E: Pu ﬁusu‘!"' quu_ (Ju + ur + 6)1

3. gnalisis Model Matematika SEI Tanpa Vaksinasi Pada Penyebaran Penyakit TBC

Model matematika yang sudah diperaeh akan ditunjukkan jika R,(0,p,) < 1, maka
model matematika tersebut mempunyai titik kesetimbangan bebas penyakit dan stabil
asimtotis.

Titik kesetimbangan bebas penyakit (S,, E,,, I) dari model matematika SEI tanpa vaksinasi

dE ar
—% =0, dan— =0,
dat dt

pada penyebaran penyakit TBC diperoleh dengan mengambil % =0,
sehingga

0~ py BuSul— 1S, =0

(1 = pu) BuSul — viEy — uE, =0

Pu BuSul + vuEy— (u +pr+ 8I=0




Untuk memperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit, maka E,, = 0 dan / = 0 sehingga

M- py BuSul— uS, =0
=M= 04+ uS,

= Il = us,
<= us, =1
Il
Su = ;
Jadi diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit (S, E,,, ) = (E, 0,0).
Matriks jacobian dari model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC adalah
[dS, 08, 05,7
as, OE, ol
J= % dE, dE,
as, JE, 0dl
al  adl dl
lds, OJE, 0l
Maka
—Pu Bl — 1t 0 —Pu BuSu
L= (1 _pu)ﬁuf —Uy— U (1 _pu)ﬁusu
Pu Bul Uy Pu BuSu — (W +pur+ 6)

dengan titik kesetimbangan bebas penyakit (S, E,, [) = (E, 0,0) sehingga diperoleh matriks

jacobian sebagai berikut:

i I
—H 0 _puﬁu;
I
Lh=0 —v,—u (1 _pu)ﬁu;
I
0 Uy Pu Bu;_ (u +ur+ 8)

Determinan dari matriks jacobian adalah |J; — Al| = 0, maka
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Dengan menggunakan OBE (Operasi Baris Elementer), baris kedua dikalikan dengan
- v:# kemudian di jumlahkan dengan baris ketiga, maka diperoleh
I
—pu—a 0 —Pu Bu E
I
0 (w-mp-1 1 =py) Bu— =0
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Pu ) ot Pu “ Hr

Sehingga nilai eigen dari matriks jacobian adalah

Ay =
L=0CFv—n
n\. v 1
23 = [((1 —pu)ﬁu;)(w)] Py fuy — (+ur+ 6)
Titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotis jika A; <0
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Sehingga didapatkan Ro dari model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC

=W +ur+ 6)[}u

sebagai berikut:

Ro(vi, ) = Ry (0, p,,)
Sehingga

_ I B 110 + ppy,) _
As = (U +pr+ 0) 0+ W + pr + 6) 1]

9 B
Upy)
=W+u+é - —1]
s+ O DU + 1y + 8)

[ Bl py, ]
= +ur+ 6&)|—Le v g
iy )#(#4'1“?"'6)
Misal B, py =k, danp + pp + 6§ = ky

Karena A = ky [’:;(‘:_ - 1],maka As = kr [Ro(0,p) — 1]
: kgl
Jadi Ry(0,p,) = i <1

Sehingga dapat ditunjukkan bahwa model matematika SEI tanpa vaksinasi pada
penyebaran penyakit TBC mempunyai titbkesctimbangan bebas penyakit dan stabil asimtotis
jika Ry(0, p,) < 1. Berdasarkan teorema bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit dikatakan
stabil asimtotis jika Ro <I, maka model SEI ini tidak meraunyai titik kesetimbangan
endemik. Jika R,(0,p,) > 1, maka model SEI ini mempunyai titik kesetimbangan endemik
tunggal yang stabil asimtotis lokal.

Dalam kasus ini, dapat ditunjukkan titik kesetimbangan endemik dari matriks jacoaan
model SEI tersebut dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz sehingga titik

kesetimbangan endemik stabil asimtotis lokal.

Titik kesetimbangan endemik (S;, E;;, [*) dari model matematika SEI tanpa vaksinasi

pada penyebaran penyakit TBC dapat diperoleh dengan mengambil % =0, % =0, dan
ar _ : : v _ kr v _ (=p )l D-pkr) . _ kyIl—pkp
== 0 sehingga dlpereh Sy = T JE, = ETTTRY "= e

Matriks jacobian dari model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran penyakit TBC adalah
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dengan titik kesetimbangan endemik (S, E, [*) = (

diperoleh matriks jacobian sebagai berikut:

- p G, 11— k) k
w0 ~PuBuy
T u
(k, 11 = k) ke
L= -p)———= .+ ) A -p)Bu
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Determinan dari matriks jacobian adalah |/, — AI| = 0 atau A* + a; A% + a4 + a5 dengan
a; = tr(Jz)
i1 Jiz| P Jiz| | [z Jes
2 = + +
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dengan J;; adalah elemen baris ke — i dan kolom ke — j dari matriks J,, dan

az; = —det(/,)
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Dengan Routh-Hurwitz, sehingga dapat diperoleh

A3 1 a, 0
A? a, a; 0
At (aya; — az)/a, 0 0
A° az(a,a; —az)/(a,a; — as) 0 0

Oleh karena a; > 0, (8182705) , (), dan 22(21%2793) 5 jika Ry(0,p,) > 1, maka syarat |

ay (ajaz—az)
terpenuhi dan akan ditunjukkan a,a, > as:

k,I1
a1a2=[(vu+ u+kp)+ ;

ke K kr
== pu B [t 0 [0+ k| b = B 2
u u

+ v,
a,a; > as
Terbukti a,;a, > a;
Sehingga memenuhi syarat 2. Dengan demikian semua syarat Routh-Hurwitz terpenuhi, maka
persamaan A3 + a,;A? + a,A + a; memiliki akar — akar karakteristik negatif pada bagian

realnya.

Jadi R,(0,p,) = % > 1, maka model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran penyakit
Kkt (1—py) Uy TT—pkr) kun—#k?’)
ky'  utup)By T Bukr

TBC mempunyai titik kesetimbangan endemik (S}, E;, I*) = (

tunggal yang stabil asimtotis lokal.

Berikut diberikan simulasi yang menunjukkan bahwa I untuk orang sakit TBC diberikan
pengobatan dimana parameter § diasumsikan sebagai angka keberhasilan pengobatan dengan
6 yang diberikan pada orang sakit TBC yaitu 6 = 0,45 dan 6 = 0,75. Semakin besar § yang

diberikan akan menekan atau memperkecil penyebaran penyakit TBC.

4. Simulasi Model Matematika SEI Tanpa Vaksinasi Pada Penyebaran Penyakit TBC

Pada simulasi dapat dilihat garis merah menunjukkan bahwa orang sakit TBC diberikan
6 = 0,45, maka penyebaran penyakit TBC lebih tinggi apabila dibandingkan dengan garis
biru dimana orang sakit TBC diberikan & = 0,75. Jika semakin besar pengobatan yang
diberikan pada orang sakit TBC, maka semakin kecil penyebaran penyakit TBC dari orang
sakit TBC.
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SIMPULAN

Simpulannya adalah sebagai berikut:

1.  Bilangan reproduksi dasar (Ro) dalam model SEI tanpa vaksinasi pada penyebaran

penyakit TBC didapatkan R,(0,p,) =

d.

ke I1
whp’

Jika Ry(0,p,) < 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit (S, E,,[) = (E,0,0)

stabil asimtotis lokal dan model SEI ini tidak mempunyai titik kesetimbangan

endemik.

. Jika R,(0,p,) > 1, maka model SEI ini mempunyai titik kesetimbangan endemik

* L £ ke (1'p )(k M—pk ) fey T1—pue . s s
G o T (k—:, (v:w;ujﬁu r, uﬁukr T) tunggal yang stabil asimtotis lokal.

2.  Penyakit TBC tidak akan menjadi endemik disuatu populasi asalkan bilangan

reproduksi dasar R, (0,p,,) < 1.
3. Pada simulasi menunjukkan bahwa orang sakit TBC diberikan & = 0,45, maka

penyebaran penyakit TBC lebih tinggi apabila dibandingkan dengan orang sakit TBC
yang diberikan § = 0,75.

Dapat disimpulkan bahwa:

i




Penyebaran penyakit TBC tidak akan terjadi jika Ry(0,p,) <1 dan semakin besar §
(angka keberhasilan pengobatan) yang diberikan pada individu TBC aktif akan menekan atau

memperkecil atau mengurangi penyebaran penyakit TBC.

SARAN

Dari hasil penelitian ini diharapkan kepada masyarakat, bahwa individu TBC aktif harus
melakukan pengobatan agar dapat mengurangi tingkat kematian dan dapat mengurangi
penyebaran penyakit TBC. Untuk penelitian selanjutnya dapat dibahas tentang pengoptimalan

tingkat vaksinasi dan pengoptimalan angka keberhasilan pengobatan.
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